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Проводится исследование стоимости опциона, портфеля и капитала для европейского опциона купли с последействием при на- 
личии выплат по дивидендам в случае непрерывного времени. 


1. Постановка задачи 

Рассмотрение задачи проводится на стандарт- 
ном вероятностном пространстве (Г2,/ Г „ІР=(/ Г ,) (?0 ,Р) 
[1, 2]. Через Р ( =Р|Д обозначается сужение меры Р 
на /у. На финансовом рынке обращаются рисковые 
(акции) и безрисковые (банковский счет, государ- 
ственные облигации) активы, текущие цены кото- 
рых 8, и В, в течение интервала времени /е[0,7] 
определяются уравнениями из [3, 4] 

В8, = 8 1 ( /иВ( + аВ\Ѵ , ), ВВ { = гВ,В(, (1.1) 

где IV, - стандартный винеровский процесс, <т>0, 
г> 0, 5„>0, #„>0, решение которых имеет вид 

8, = 8 0 ехр{(/ц-{а 2 /2))1 + аЩ},В, = В 0 ехр{П}. (1.2) 

Считаем, что текущее значение капитала инвесто- 
ра X, определяется в виде [1,2] 

х, = р,в,+гА, (1.3) 

где л г(РвУі) па Р а А - измеримых процессов, соста- 
вляющая портфель ценных бумаг инвестора. За 
обладание акцией происходят выплаты дивидендов 
в соответствии с процессом Д со скоростью 5у,8„ 
пропорциональной рисковой части капитала с ко- 
эффициентом 5, таким, что 0<<5</\ т.е. 


(Ю, = 8у,8,Ві. (1.4) 

Тогда изменение капитала в задаче с дивидендами 
происходит в виде 

ВХ, = р,ВВ, + у,В8, +сЮ г (1.5) 

Из (1.3) следует, что 

ВХ, = р,ВВ, + у,В8, +В,сір, + 8,Ву, . (1.6) 

Тогда согласно (1.5), (1.6), В,Вр,+8/Ву=ВВ„ что яв- 
ляется балансовым соотношением, заменяющим 
условие самофинансируемости в стандартной зада- 
че [3]. Из (1.1), (1.3) — (1.5) следует, что капитал 
определяется уравнением 

ВХ , = гХ, Ві + оу, 8, ВЩ' 1 ~ г+в , 

=Ш,+(ц-г + 8)ІІо. (1.7) 

Далее нам потребуется результат, связанный с 
преобразованием мер вида 

<№' = 2 ,<№„ ( 1 . 8 ) 

математические ожидания относительно которых 
Е и Е* соответственно. 

Теорема Гирсанова [1,2]. Пусть ^-диффузион- 
ный процесс, определяемый уравнением 
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сІУ { = 8(1, У І )Л + дЖ І , 
где Щ - винеровский процесс. Пусть 

2, =ехр|-|й(т,Г г )г/Ж г -^Ь 2 (т,УДс1т 
[ 0 ^ 0 


причем 

Ш,=\. (1.9) 


Тогда процесс У, является винеровским относи- 
тельно меры Р*. 

Пусть У г \Ѵ “ Согласно (1.7) 

<ІУ, =(ііі-г + 8)Іа)сІІ+Щ. (1.10) 


Так как, согласно (1.10), Ь(т,УІ)=(іл-гУ5)/а, то 


2, = = ехр 




Так как 

Еехр{<тЛ(} =ехр{(с7 2 Г)/2}, 


то Е2|" г+ °= 1 , т.е. условие (1.9) для 2, выполняется. 

Пусть р*=р"^ определяемая преобразованием 
сі Р/ 1 ^' =2Д Г+ Д. Р„ и пусть Е*=Е' м ' +< ’. Тогда, согласно тео- 
реме Гирсанова, процесс МД~ г+д вида (1.7) является ви- 
неровским относительно меры Р" т.е. для ?>г, 

вг*( К" +с - жгіт;)=о, е^([ дг + ‘ - К" + Ш)=г-т. 

Таким образом, обозначая через Іа\ѵ(- |Р) и Ьа\ѵ(- ІР" - " 2 ) 
свойства процессов относительно Ри Р'^ 5 , получаем 

ЬамУуГ-'* 5 ) = Ьам> (IV |Р). (1.11) 


В данной работе: 1 ) находится формула, опреде- 
ляющая рациональную (справедливую) стоимость 
опциона Су{<5), как начального капитала Х п =х, при 
котором достигается выполнение платежного усло- 
вия; 2) находятся формулы, определяющие эволю- 
цию текущего капитала Х,(8) и портфеля 
л,(3)=(Р,(д),Уі(3)У, 3) исследуются свойства решения. 


2. Стоимость опциона 

Поскольку платежная функция вида (1.14) яв- 
ляется естественной, то [3] 

С т (8) = е- гТ Е/ т (5(г,8)). (2.1) 

Согласно (1.1), (1-2), (1.12), (1.13) 

8,(г,8) = 8 0 ехр{(г -8 -(а 2 /2))1 + с>Щ} = 

- 8 о ехр{(т<^,}, (2.2) 


+ (М)/а , И=г-5-{(7 2 / 2). (2.3) 

Далее і?=(-оо,+оо), Ща;Ь} - нормальное ра- 
спределение с параметрами а и Ь, а Ф(х) - функция 
Лапласа, т.е. (Ф(х)=ІѴ{0; 1}) 


Ф(.т) 



сіу. 


Лемма 1 [2]. Пусть т=т({(>0:<7Ж,>х} , хе II 
Тогда процесс Щ такой, что 


аЖ* = 


I аЖ„1<т х , 
\2х-аЖ,,(>т х , 


Тогда, согласно (1.2), (1.7), (1.11), 
Іа\ѵ(8,;і<Т\Ѵ І ‘- г+д ) = 

= Ьа\ѵ(8 0 ехрКц - (а 2 /2))і + 

+<тЖ І };і<т\р > ‘- г+6 ) = 

= Ьа\ѵ(5 0 ехр{(г - 8 -(а 2 /2))с + 

+аЖГ г+д У,1<т\^~ г+д ) = 

= Ьа\ѵ(8 0 ехр{(г-8 -(а 2 /2))(+аЖ, };г<Г|Р). (1.12) 

Таким образом, Ьа\ѵ(8(/и,г,8}\Р^' +е )=Іа\ѵ(8(іи,г,8)\Р), 
т.е. вероятностные свойства процесса 8(/и,г,8), 
определяемого уравнением 

сі 1 8 1 (ц,г,8) = $М’Г,8Жг-8)сіі + осіЩ , ‘- г+3 ), 

относительно Р"~ г ' г совпадают со свойствами про- 
цесса 8(г,8), определяемого уравнением 

с! І 8 І (г,8) = 8 І (г,8)((г-8)сІІ+асІЩ), (1.13) 

относительно меры Р. 

Задача: сформировать портфель 7г,(<5)=(Д(<5),у,((5)) 
таким образом, чтобы формирование капитала со- 
гласно (1.3) в конечный момент времени Т обеспе- 
чило выполнение платежного условия Х^/^8), где 

/ т (8) = 8, -тіп ,9 (1.14) 

является платежной функцией с последействием в 
случае опциона купли (колл - опцион) [3]. 


является винеровским процессом. 

Лемма 2. Пусть ср(у,ъ )> 0 - биномиальная функ- 
ция событий. Тогда 

Еср(тт(аЖ т + Ит),аЖ, + Иі) = 

= Еехр{(7г/а)1Т, -(/г 2 /2а 2 )г}ф(тішт1Т г ,(тЛ(). (2.4) 

0 <т<1 

Доказательство. Относительно теоремы Гирсанова 
У.Ч, Ь(і,У)=Ьт=Н/су, ^=ехр{-(/г/ст)^-(/ г у2о 2 )?}. 
Тогда последовательно с учетом (1.8), (2.3) получаем 
Е(р(тіп(стЖ г +Ит),аЖ 1 +Иі ) = ЕТіу '<р(тіп а<5 , <7<^ ) = 

Т<1 Т<1 

= Е ' * ехр Ф- Ж, + 1} <р(тіп , ст ^ ) = 

СГ 2(7 ~ 

= Е* ехр {^(4 -Ь-і) + тЦ-Уф( тіп сД, с ) = 

<7 <7 2<т х - { 

= Е* ехр у - тіп ) = 

а 2(7 

= Еехр{— Ж --^—г-(}(р{ттаЖ ,аЖ), 

<У 2(7 

т.е. пришли к (2.4). Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть для 1 <Т 

т, = тіп аЕ г = тіп(сг1Т +Иг). (2.5) 

' 0<тЯ 0 <т<1 х 

Тогда для х<0 и Не К функция распределения 
Р(/м,<х) и плотность вероятности р(1,х)=дѴ(т,<х)/дх 
имеют вид 


12 




Естественные науки 


Р (т, <х) = Р(тіп (<г1Ѵ + кт) <х) = 

О <т<1 


= Ф 


' - х + кі л 


V ст 




-ехр 


2 Их) 


Ф 


х + кі' 
сг \[і , 


( 2 . 6 ) 


Р(тіп (аЖ +кт) < х,аЖ + кі > х) = 

Г <1 

а 


[ 2 кх 

к 2 

1^~ 

2а 2 


„ ч 1 


сгѵ2 пі 

2 к 

Г 2 кх) 

+ — ехр< 

— 

СГ 

1 ст ) 

1 1 

2Ах) 

+ стл/2я 7 еХР | 

.СТ 2 /' 


^ (-х + кі) 2 ^ 


Ф 


2 а 2 1 


х + кі 

V сг л/7 
' (х + /гі) 2Л 

V У 


(2.7) 


Доказательство. Пусть Л и В — некоторые собы- 
тия. Тоща очевидно, что А=АС\В+АС\В и 
А=В+АГ)В , если ВаА. Пусть 

А = (тт(аІѴ г + кт) < х), В = (сгТР) + кі < х). 


Так как 5сЛ, то 

Р(тіп(ст Ж т + кт) < х) = Р(стЛ') + кі < х) + 
+Р(тіп(сгЖ + кт) < х,а Щ + кі > х). 

Т<1 


Так как стЩ~ N{0,0*1}, то 

Р(аІѴ І +кІ<х) = Р(а1Ѵ І <х-кі) = 


Л х-М 

ы 


Лп 


(Гл]2пі 

х-кі 

ѵг 

-^ 2/2 СІ2 = Ф 


1 СУ^Гі 

47 і 


^ х-кД 


V сг л/т ) 


( 2 . 8 ) 


(2.9) 


Пусть ©(тіп ас, ,ас,) = /(тіп ас, < х, ас > х), где 

Т<1 Т<1 

/( П) - индикатор, т.е. Е/(П)=Р(П). Тогда с учетом 
(2.4) и Леммы 1 

Р(тіп(ст1Т г + кт)< х, а\Ѵ І + кі >х) = 

Т <1 


= Еф(тіпсг| г ,сг^,) = 

Г <1 

= Еехр | — УѴ І <р(тіп аЖ т ,аЩ) = 

[ст 2(Т ) г3 

Г к к 2 ] 

= Еехрі — И 7 , т-г [/(тіпсгІТ) < х,аЩ >х) = 

| СТ 2(7 | 

_Д 

а 2сг" 


■ Еехр-) — - ДЦ -I [/(тіпстІТ' < х,стй[* > х). (2.10) 


Так как о#(<х для 1<т„ то на интервале ?е[0,т І ], где 
Щ=Щ, события {стІТ^х} и {тіпстІТ^^х} являются 
несовместными. Таким образом, аІД<2х-аІѴ„ Тогда 



= ехр 



И 2 
2 а 2 


ехр 



( 2 . 11 ) 


/(тіп аЖ* < х, аЖ' >х) = 

= /(тіпст1Т г < х,аЖ, < х) = І(аЖ І < х), 

т<( 

и из (2.10), (2.11) следует 


Так как І{а\Ѵ,<х)=І{Щ<(х/а)), а 1И~/Ѵ{0;1}, то 
Еехр — |/(стЛ[ <х) = 

■уЫ' кр ВД х 'ДД“ у ' <2ЛЗ) 

Утверждение 1. Если 

У = , 1 =■ [ехр{сх}ехр{-(х-а) 2 /2У}/х, (2.14) 
V 2лй 3 


то 


с 2 В } 


лІЪтсІ 


У = ехр ( са + ^ | х 


2/ 


(2.15) 


Пусть Х-ТѴІа;/}. Тогда 

Е ехр{сХ}/(Х < Ь) = 

= ехр{са + (с 2 //2)}Ф((Ь-(а+ сУ))/л/У), (2.16) 


Рсхр{сХ}1{Х >6) = 

= ехр{са + (с 2 В /2)}Ф(-(Ь- (а+ с/))/л/</). (2.17) 

Представление (2.15) для / следует из (2.14) в 
результате элементарных преобразований, (2.16) 
следует непосредственно из (2.14), (2.15), а (2.17) - 
из (2.16) с учетом того, что 1-Ф(^)=Ф(-г). 
Применение (2.16) к (2.13) дает, что 
Еехр{-(й/ст)Л[}/(ст14[ < х) = 

= ехр{к 2 і/2а 2 }Ф((х+ Ні)/ал/і). (2.18) 

Использование (2.18) в (2.12) дает, что 

Р(тіп((7ІГ г + кт) < х,аЖ, + кІ>х) = 

= ехр{2/гх/ст 2 }Ф((х + кІ)/а-Л). (2.19) 

Подстановка (2.9), (2.19) в (2.8) приводит к (2.6), 
откуда непосредственно следует (2.7). Лемма дока- 
зана. 

Теорема 1. Пусть 


Д(8,1) = (—+?~)^ 1, 

(2.20) 

\ а 2) 


і 

Ь 1 сз 

1 

■а, 

1 Ь 

!к 

II 

гя 

"73 

(2.21) 


Тогда 

С т {8 ) = 5 0 {е~ вт Ф{В 1 (8 )) - е~ гТ ФД 2 ( 8 )) + 

+ т 7 ^-е- г2 [Ф(/ 2 (5))- е ( ^ )г Ф(-/ 1 (5))]}, (2.22) 
2(г-8) 

где 8 [ (8)=8 [ (8,і), с! г {8)=сІ г (5,і) при 1=0. 

Доказательство. Из (2.1) с учетом (1.14), (2.2), 
(2.3), (2.5) последовательно получаем 
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С т (8) =е~' г Е(5 г (г,д)-тіп5,(г,д)) = 


=ѵ 


е 5г Еехр< о1Ѵ т + 


I 


- Е ехр •{ ті 

о<*< 


а!У,+ 

V ѵ 

гТ г -8Т гТ то ^пг-. 


а 


2 

’ У 

2 Л 

Л 

(7 

\( 

2 

/ 

У 


Г - 


Итак, 


= 8 0 е~ г1 [е~ д1 е г1 -Ее"' г ]. 


С т (8) = 8 0 [е' д1 - е Ее"' г ] = 


= 5 п 


е 8Т -е гТ | е х р(Т,хДх 


Используя (2.7) в (2.23), получаем 
С т (д) = 

1 


С I „-гТ 

= 5* \е -е 


г\І2лТ 


х | ехр 
2 И 


(-х+ИТ) 2 
2 а 2 Т 


-оо Е 

"( еХР {^ + Х } Ф ( 


+ х \3х + 


х + ИТ 


1 


<\І2пТ 


}ехр 


с тѴг ) 


(х + ИТ) 2 Их 

-- ^-^ + х + —^ 

2 а 2 Т а 2 


СІХ + 

сіх 


(2.23) 


(2.24) 


Вычисление интегралов в (2.24) (см. Приложение) 
приводит к (2.22). Теорема доказана. 


3. Портфель и капитал 

Теорема 2. Капитал Х,(5) и портфель 
7г,(<5)=(у,(<5),Д(<5)) определяются формулами 

Х,(8) = 3,{е*™ФШ8,І))- 

-е-^Ф (<і 2 (8,і))+-?—х 
2 (г -8) 

х.е~ г(Т ~ ,) \Ф(3 2 (8,і))-е {г ~ д)<г ~‘ ’Ф(- </,(<5, ?))]}, (3.1) 
у 1 (8) = е~ нт - ,) Ф(Д(8,())- 

- е -'™Ф(<і 2 (8,і))+-?—х 

2(г-8) 

х е - г<т - п [Ф(с1 2 (8, 0) - е (г ~ 5Ѵч ’Ф(- Д(«5, 0)], (3.2) 

А(5) = 0. (3.3) 

Доказательство. Из [3] следует 
Х,(8) = (5(г,5)) |5, ] = Д Т , (8 , ), (3.4) 


Г,( 5) = е- (Г -')%^ ( А), 

дв 


т=}- 


03 


(3.5) 

(3.6) 


Из (2.1) и (3.4) следует, что вычисления по нахож- 
дению Т т _,(з) аналогичны вычислениям по нахож- 


дению С 38) с заменой 5 0 на 5, Т на (Т-1) и л/Г на 
зІТ-1. Таким образом, получаем 

/Ѵ>) = 4е- а(Г -°Ф(А(<5Т))- 

е- г(т -‘'Ф (4 2 (8 ,і)) + -?—х 
2 (г-8) 

хе-' <г - 1) [Ф(с1 2 (8,1)) - е ( - дѴГч >©(-</,(5,0)]}. (3.7) 

Использование (3.7) в (3.4) — (3.6) приводит к 
(3. 1 ) — (3.3). Теорема доказана. 

4. Свойства решения 

I. Утверждение 2 [5] . В случае стандартного опцио- 
на купли, когда / 7 (5)=тах(У 7 .-^,0), где К— оговорен- 
ная цена продажи владельцем опциона рискового ак- 
тива в момент исполнения Т, решение имеет вид: 

С т (8) = 8 0 е~ ат Ф (Д (8 )) - Ке~' т Ф (й 2 (8 )), (4.1) 

Х,(8) = 8,е- нт - 0 Ф(Д(8,1))-Ке-^- п Ф(8 2 (8,і)), (4.2) 

у,(8) = е~ 5 ^ 0(1(8,01 

Р,(8) = -(К/В т )Ф(сі 2 (8,і)), (4.3) 

сі 1 (8,1)=[\п(5,/К) + 

+(г-8 + (ст 2 /2))(Т-1)\/стЛ г - ~і, (4.4) 

А(5,/) = [1п(5,/К) + 

+(г-8 + (о 1 і2))(Т-і)\іо4т^і. (4.5) 

Сравним Ст(5) и С т (8) при К=Д, когда цена ис- 
полнения в случае стандартного опциона равна на- 
чальной цене рискового актива. Из (2.20), (2.21), 
(4.4) и (4.5) следует, что в этом случае З 1 (8)=3 1 (8), 
З 2 (8)=3 2 (8) и формула (4.1) принимает вид 

Ст(8) = У 0 [ е - ЗГ Ф(А(5)) - е~ гТ Ф(3 2 (8))1 (4.6) 

Тогда согласно (2.22), (4.8) 

С г (<5) = Ст(8) + 3 0 —^——х 
2(г-8) 

хе~ гТ [Ф(с1 2 (5)) - е іг - 6ѵ Ф (-Д (5))] = Ст(8) + Д С т (8). 

Из (2.20), (2.21) и свойства Ф(у 2 )>Ф(Уі) при у 2 >у, 
следует, что Д СА<5)>0, т.е. С35)>С38). Следова- 
тельно, при К=8 , о цена опциона купли с последей- 
ствием всегда больше цены стандартного опциона 
купли. Очевидно, что при цене исполнения опцио- 
на, равной тіпУ, риск его неисполнения ниже, не- 
жели при цене исполнения К=\. Поскольку за ме- 
ньший риск необходимо больше платить, то этим и 
объясняется полученное свойство. 

II. Если в случае стандартного опциона капитал 
формируется из рисковых и безрисковых активов 
(Уі(3)+ 0,р,(8)+0), см. (4.3), причем безрисковые ак- 
тивы берутся в долг (/3,(8)<0), то в случае опциона 
с последействием капитал формируется только на 
основе рискового актива Д(<5)=0. Последнее объяс- 
няется тем, что платежная функция зависит только 
от цены рискового актива. 
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III. Теорема 3. Асимптотические свойства реше- 
ния заключаются в следующем: 

1. 1іту ( (5) = е“ 5(г_<) -ё~ г{тч) ', Ііт у, (<5) = 

<7— >0 (Т— >СО 

2. 1ітХ,(5) = 8,(е~ е(Гч) -е~ г{тч) ); Ііт Х г (5) = ^ е аѵн >; 

<г— >0 ст->со 

Ііт X. (5) = 0; Ііт X. (<5) = со; 

5,->0 1 $,->оо г 

3. 1ітС г (5) = 8 0 (е~ гт -е~ гТ ); Ііт С т (5) = 5 0 е дг ; 

с— >0 с— >со 

Ііт С т (8) = 0; 1ітСА<5)=оо. 

$ 0 ->0 5 0 ->® 

Доказательство сформулированных результатов 
проводится непосредственно с использованием 

свойств функции Лапласа: ііт Ф(х) = 1; ііт Ф(х) = 0; 

X — »СО х — »-со 

Ф(х) + Ф(-х) = 1; Ф(х) - непрерывна справа по х. 

Экономическая интерпретация этих свойств 
очевидна: стоимость опциона равна нулю в ситуа- 
ции, когда предъявлять его к исполнению не имеет 
смысла; стоимость опциона резко возрастает, когда 
он всегда будет предъявлен к исполнению. 

Обозначения и терминология соответствуют 
принятым [1-5]. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 

Пусть 

1 охІ2кТ 


} ех Р 


(х-кТ) 2 
2 а-Т 


+ х>сіх. (П.1) 


Из сравнения (П.1) с (2.14), (2.17), следует: Ь= О, 
с= 1, а=кТ, ^сУТ. Тогда согласно (2.17) с учетом 
(2.3) из (П.1) следует 

/і = е (г ~ д)Т Ф(-4т (((г - <5)/а)+ (ст/2))). (П .2) 

Пусть 


Э 2 2 


2 к 
а 


Г [ 2,1Х 1 ^ 

I ехр( — г + х)Ф 

-чю 1 ^ 1 


х + кТ 


гѴт ) 


іух. 


Воспользуемся формулой интегрирования по ча- 
стям \исіѵ=иѵ-\ѵсІи. Возьмем 


и = Ф 


х + кТ 2 

с тѴг , 


, Г 2кх . 

аѵ = ехр < — ^- + х\ах. 
<7 


Тогда 


сіи = - 


>\І2пТ 


ехр 


2 к + а' 


(х + кТ)' 

2 а 2 Т 
Г 2 кх 1 

ЬХ 


сіх. 


и следовательно 


л = 


2 к 


>\І2кТ 


(2к + а 2 ) 

г Г 2кх 
] ехр 


Ф 


к4т 


ѵ а у 




+ х- 


(х + кТ) 2 
2а 2 Т 


сіх 


(П.З) 


Как и при нахождении У, для вычисления интегра- 
ла в (П.З) применим Утверждение 1. Из сравнения 
(П.З) с (2.14), (2.17) следует: Ъ= 0, с={2к/сг)+\, 
а=—кТ, (1=<тТ. Тогда согласно (П.2) с учетом (2.3) 
из (П.З) следует 


л = 


ѵ 2 (г-<5) у 


-е (г ~ д)т ф\ 

1 

і 

+ 


1 У а 2)) 


+Ф 




г-8 а 
а 2 


Пусть 


./, = - 


і 0 

= ( ехр 


тлІ2л Т 


(П.4) 


(х + кТ) 2 2 кх) 

\ 2 Т +х+—\ах. (П.5) 
2а Т а ] 


Из сравнения (П.5) с (П.З) следует, что вычисление 
^ аналогично вычислению интеграла в (П.З), т.е., 
согласно (П.4), 

/ з = е , '- г)г Ф(-Ѵг((г-5)/с7 + ст/2)). (П.6) 

Использование (П.2), (П.4), (П.6) в (2.24) с учетом 
(2.20), (2.21) и свойства 1=Ф(Д+Ф(-Д приводит к 
( 2 . 22 ). 
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